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Sammanfattning

Dagens datorspel erbjuder inte séllan en hég niva av realism. En viktig kélla
till detta &r att simuleringen av grafiken har forbattras enormt sedan introduk-
tionen av 3D grafikacceleratorer, eller GPU (Graphics Processing Unit). En
stor utmaning for framtida generationer av datorspel ér att simulera realistisk
ljudutbredning i realtid. I detta arbete presenteras en metod for ljudsimulering
som &r bade berdkningsméssigt effektiv och ger en 6kad upplevd realism. Me-
toden gar ut pa att adaptivt approximera en given geometri i rektanglar, var-
efter den akustiska vagekvationen léses i dessa med en effektiv spektral metod.
Metoden lampar sig vil for implementering pa en grafikprocessor dir sadana
metoder har en hog effektivitet. Tiden for att hantera ljudsimuleringen kan pa
sa sétt reduceras visentligt. I metoden s& &r rektanglarnas kanter randvillkor
till vagekvationen, vilket stéaller krav pa realistiska beteenden sasom reflektion
och absorption. Metoden testas genom ett flertal numeriska experiment. Dels
ett absorptionsexperiment dér vagens energi betraktas. Det fysikaliskt korrekta
sambandet att energin &r proportionell mot amplituden i kvadrat observeras.
I tva andra numeriska experiment i 2D genomférs simuleringar som illustrerar
diffraktion och dopplereffekt. Diffraktion &r ett frekvensberoende fenomen som
beskriver huruvida ett ljud fortplantar sig runt hérn. Dopplereffekten, som &r
en forskjutning i tonhdjden hos ljudet, uppstar nédr ljudkélla och mottagare
ror sig i forhallande mot varandra. En diskussion med exempel foljer om de
begrdnsningar som finns med att simulera ljud med den linjéra akustiska va-
gekvationen. Aven de absorberande randvillkorens fysikaliska riktighet i 2D tas
upp i diskussionen. I verkligheten sker reflektion och absorption vid alla infalls-
vinklar. De absorberande randvillkoren i modellen simulerar absorption valdigt
bra vid normal infallsvinkel men ju l&ngre man avviker fran detta desto sdm-
re blir simuleringen. Vissa materials dispersion ar frekvensberoende och detta
beroende kommer paverka absorption av ljud.
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Kapitel 1

Introduktion

Idag &r vi vildigt vana vid realistiska grafikmotorer i tv- och datorspel. Detta inklu-
derar interaktiva miljéer och objekt, som tillfredsstéllande simulerar verkligheten.
Framst ar det grafikprocessorn (GPU) i dagens hemmadatorer som gjort denna
utveckling mojlig. Skillnaden mellan en GPU och centralprocessorn (CPU) ar att
GPU:n har mojlighet att arbeta mer parallellt vilket &r en stor fordel vid operatio-
ner sa som matrismultiplikation. Detta gor det mojligt att rendera grafik i realtid.
Ljudet har ddremot inte foljt samma utveckling. Att simulera realistiskt ljud i real-
tid, vilket ar ett sjalvklart krav for ett datorspel, 4r utmanande. Detta pa grund av
ljudvagors relativt laga propageringshastighet, som ger fenomen sa som diffraktion,
eko och efterklang.

Tanken med denna rapport ar att studera huruvida det ar mojligt att skapa en ljud-
motor som loser den akustiska vagekvationen med en spektral metod och darmed
skapa en realism som bade forhéjer upplevelsen och underldttar implementeringen.
For att beskriva interaktionen mellan ljudvigen och en viagg vid reflektion sa tas ett
absorberande randvillkor fram. Da alla material till viss grad &ar absorberande, och
detta har en stor inverkan pa ljudbilden, s& &r denna absorberande férméaga hos en
rand mycket viktig.






Kapitel 2

Bakgrund

For att simulera realistiskt ljud i ett datorspel behovs en fysikaliskt riktig modell.
Den ska ocksa vara effektiv nog for att kunna simulera ljud i realtid. Grunden
féor modellen i denna rapport dr den linjara akustiska vagekvationen. I ett rum, i
verkligheten sa som i spelvirlden, gor inte temperaturen och trycket nagra stor-
re avvikelser fran ett jamviktsldge. Under dessa forutsdttningar utgor den linjara
akustiska vagekvationen en mycket bra approximation av ljudutbredningen. Ekva-
tionen beskriver utvecklingen av partikelpositionen u eller det akustiska trycket som
funktion av positionen och tiden. Ekvationen lyder for positionen

ug — v:Au = f, (2.1)

dar v ar ljudhastigheten i det aktuella mediet och f(x,y, z,t) ar en ljudkalla.

2.1 Harledning av vagekvationen

Storningar i tryck i fluidliknande medier beskrivs av Navier-Stokes ekvationer, tre
icke-linjara partiella differentialekvationer. Ljud &r inget annat dn en sddan stor-
ning, fast med forhéallandevis liten amplitud och déarfér approximativt linjér. Inom
akustik bygger de flesta tillimpningar pa den linjéra teorin [1].

For att rattfardiga anvindandet av vagekvationen presentateras en hérledning som
pavisar alla approximationer som behéver goras for att komma till den akustis-
ka vagekvationen fran Navier-Stokes ekvationer. Da det inte refereras tillbaka till
nagonting specifikt fran denna hérledning i resten av rapporten kan den ldsas om
intresse finns, annars kan ldsaren med férdel hoppa till kapitel 2.2.

For harledningen behovs storheterna densiteten p, partikelhastigheten W och trycket
p. De tre rumsdimensionerna ar z;(i = 1, 2, 3) fér doménen 2. Partikelhastigheterna
W, svarar mot varsin riktning x;. Utgangspunkten ar kontinuitetsekvationerna for
massa

op¥; Op

o T =0 =123 (2.2)
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och Eulers ekvationer for inkompressibel strémning

o (2F) - v o

med viskositeten 0 och utan kontaktkrafter, som ar en variant av Navier-Stokes

ekvationer. Operatorn
D 0 0

- Ly, 2.4
Dt ot ! Ox; (24)

ar materialderivatan och V ar gradienten.
Betrakta sma storningar §¥, p och dp motsvarande partikelhastigheten, densiteten
och trycket fran deras initialvirden som indexeras med 0

U =)+ 60, (2.5)
p = po+dp, (2.6)
p = po + op. (2.7)

Initialhastigheten dr Wy = 0 eftersom doménen ar i jamvikt. En fluids tryck beror
av densiteten, temperaturen och gravitationskrafter. Det antas att gravitationskraf-
terna dr konstanta och inte utévar nagon kraft pa fluiden. Temperaturforandringar
negligeras ocksa och alltsa antas att endast densiteten ar viktig.

Observera att Py dr konstant, Eulers ekvation blir da

o () =~V (2.8)

I initialldget &r fluiden i vila och saknar konvektiv acceleration vilket tillater oss att
skriva om den materiella derivatan till en vanlig partiell derivata

p (?f) = —V(dp). (2.9)

Vidare dr W gradienten till u och det inses att produkten §pVu kommer bli mycket
liten. Genom insdttning av approximationen (2.6) i (2.9) far vi

Po (Z?avtu) = -V (p). (2.10)

Som nésta steg antas att tid och rumsderivatorna kan byta ordning

Voo (57) =~ V() (2.11)

vilket implicerar att

Po ((21;) = —0p. (2.12)
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Kompressibiliteten x och elasticitetsmodulen K definieras i termer av enhetsvoly-
men V och volymférdndringen 6V

. <5“//> : (2.13)

5p = —K (i‘//) . (2.14)

Berékning av tidsderivatan av foregaende ekvation visar att en fordndring av trycket
ar relaterat till en férdndring i densiteten

dbp K 85p)
= (Z=£ 2.15
ot L0 ( ot ( )
som anvands i kontinuitetsekvationen (2.2) vilket ger
1 (0dp
u=——(=2). 2.16
Vu=g ( ot > (2.16)

Tar man tidsderivatan av ekvation (2.12) fas

(-5 --(2)

Tillslut, genom att kombinera de tva senaste ekvationerna, ges den akustiska va-

gekvationen
1 [ 03%u

dar v =/ pﬁo ar ljudhastigheten i fluiden.

Det gar att hirleda samma ekvation for det akustiska trycket genom att utga fran
den ideala gaslagen [2].

2.2 Randuvillkor till vagekvationen
Losningen till (2.18) i en dimension &r given av d’Alemberts formel [3]
u(z,t) = f(ct —x) + g(ct + ), (2.19)

dar funktionerna f och g uppkommer fran initialdata och randvillkor. Olika situ-
ationer ger olika villkor, nedan presenteras de tva enklaste i en dimension. Antag
att en stridng &r fixerad i sin ena &nde. D4 ar inte f och g ldngre godtyckliga utan
deras summa maste vara noll for alla tider i den fixerade &nden. Med &nden i z =0
blir randvillkoret

u(0,t) = f(ct —0) + g(ct +0) = 0, (2.20)
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vilket ger
flet —x) = —g(ct + x). (2.21)

Villkoret kallas for ett Dirichletvillkor och tolkningen &r att nir en inkommande vag
traffar randen (4nden pa strangen), transformeras den till en vig som propagerar
at andra hallet med en fasférskjutning pa 7 radianer [1]. Situationen illustreras i
figur 2.1.

Figur 2.1. Reflektion vid en fast dnde. Dirichletvillkor i x = 0 [4].

\ %=-_< —_—— )
¥

Y=ty

@/‘;___m

Antag att stridngen istéllet inte sitter helt fast i x = 0 utan tillats att rora sig
fritt i hojdled. Situationen svarar mot att inga krafter verkar i hojdled, transversellt,
pa strangen i x = 0. Detta brukar kallas for en fri &nde, virdet pa randen férdndras
men lutningen pa vagen vid randen alltid ar noll, u, = 0. Randvillkoret som uppstar
kallas Neumannvillkor och ger foljande krav pa f och g

flet —z) = g(ct + x). (2.22)

Vid studs mot rand med Neumannvillkor behéller vagen sin fas. Neumannvillkoret
illustreras i figur 2.2.

Figur 2.2. Reflektion vid fri &nde. Neumannvillkor i x = 0 [4].

ta)

/<'1 ty2

Nér vi angriper vart problem maste det bestdmmas vilka randvillkor som skall
véljas for viggarna i vara simuleringar. Alla material ar till en viss grad absorberande
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i den meningen att ljudvagen tappar energi nir den triffar viggen. Skriver man
vagekvationen pa operatorform

82 9 82

kan foljande faktorisering goras

0 0 0 0
(51— vaz) (55 + v ) u=0 (2.24)

Faktorerna &ar en endast hogergaende respektive en endast vianstergaende vag. Detta
utnyttjas for att skriva ett absorberande villkor som séger att om en vénstergaende
vag traffar den vinstra randen kommer en skalad hogergaende vag att reflekteras

up — vy = a (up + vuy)

1
:>ut—v(1+a>uz:(), a€0,1). (2.25)

Reflektionsparametern « kontrollerar den reflekterade vagens amplitud. D& o — 0
sa fas u; — vu, = 0 d.v.s. ett perfekt absorberande randvillkor. Da o — 1 kommer
uz-termen dominera och da fas u, = 0, alltsa full reflektion (Neumannvillkor).

Detta randvillkor kan utan nagra forandringar utvidgas till tva dimensioner [5], men
da far man vissa restriktioner pa modellens realism. Dessa diskuteras i kapitel 5.1.

2.3 Fouriertransformen

Ett kraftfullt matematiskt redskap for att 16sa partiella differentialekvationer, som
den akustiska vagekvationen, ar fouriertransformen. Fouriertransformen definieras
som

fe =50 = [ swea (226)

Om fouriertransformen appliceras pa vagekvationen far vi en ordinér differentia-
lekvation
§lun — v?Au] = Gy — v (K2 + k2 + k2) @ =0, (2.27)

dér k;, ky och k. ér elementen i vigvektorn. Ekvationen kan da lésas i frekvens-
rymden och sedan transformeras tillbaka med den inversa fouriertransformen

“1/(7 1 *® ; iwt
FO=5"(f@) =5 [ Fletar (228)
T J—c0
Fouriertransformen har en diskret motsvarighet, DF'T (Discrete Fourier Transform),
N-1 .
Xp= ) xpe @TN", (2.29)

n=0
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ddr N &ar antal punkter. Att utfora berdkningen ovan direkt enligt definitionen
ger en berikningskomplexitet proportionell mot N2. Algoritmen FFT (Fast Fou-
rier Transform) ar en optimerad rutin for att berdkna DFT. Den har en béttre
berdkningskomplexitet, proportionell mot Nlog(N) tid, och en minnesatgang pro-
portionell mot V.

2.4 Ljudvagor i datorspel

Det finns generellt sett tva olika typer av metoder for att simulera ljud idag [6]. Det
ena sattet ar att anvinda numeriska 16sningar av den akustiska vagekvationen t.ex.
finita element metoden, det andra &r att hogfrekvensapproximera ljudet baserat
pa att f6lja stralgangen fran kéllan. Genom att studera information om geometrin,
skapas dessa stralgdngar med metoder som t.ex. ray tracing. Det stora problemet
ar att all ljudsimulering, likt grafiksimulering, i datorspel ska ske i realtid. Darfor
finns en tillaten berdkningstid som alltsa indirekt reglerar hur kostsam simuleringen
far vara. Att simulera fenomen sésom reflektion, diffraktion eller haligheter under
denna begrinsning dr en utmaning.

2.4.1 Numeriska metoder

Dessa tekniker for att 16sa vagekvationen och randvirdesproblem ger korrekta 16s-
ningar, men berdkningstiden samt minnesanviandningen okar drastiskt for hoga fre-
kvenser. Den vanligast forekommande av dessa metoder ar finita elementmetoden
(FEM). Det finns huvudsakligen tva krav pa metoden for att fa acceptabla resul-
tat [7]. Det ena ar att det storsta mojliga elementet maste vara atminstone sex
ganger mindre dn vaglangden hos ljudet. Darfér blir det snabbt manga element vid
hoga frekvenser. Det andra ér att det uppstar problem néar vagor interfererar, vil-
ket &r fallet i reflekterande miljoer. Pa grund av detta anvinds FEM mest for laga
frekvenser och enkla geometrier [6]. Numeriska metoder kan ocksa implementeras
for att modellera energioverféring mellan ytor. Sadana tekniker har anvéints inom
tillimpad akustik for att utveckla ljudsimulering f6r datorspel [8].

2.4.2 Ray tracing

Ray tracing ar en tidig metod som anvéndes redan 1958 f6r att modellera rumsaku-
stik [9]. Har 16ser man inte vagekvationen, utan istéllet gor man en hogfrekvensap-
proximation i form av stralar som propagerar i geometrin. Dessa stralar utbreder sig
i olika riktningar i doménen och reflekteras, baserat pa omgivningens egenskaper.
Nér en samling stralar nar mottagaren summerar man dessa och far da ett simule-
rat ljud av ljudkéllan. Det finns olika metoder som anviander denna tanke, alla med
olika fordelar och nackdelar. Foér att ndmna nagra sa ar fordelarna ofta att du far ett
ljud som anpassar sig bra efter geometrin i doménen och att metoderna &r simpla,
ofta med sublinjér komplexitet [6]. Nackdelarna ar dock att for att fa ett battre ljud,
pa en mer komplicerad geometri, krévs flera stralar och aterigen &r begrédnsningen
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berdkningstiden. Det finns systematiska fel i metoden som upptrader pa grund av
begrénsad berdkningstid och begrinsat antal stralar [9]. Dessutom har denna ansats
inte nagot direkt fysikaliskt ursprung, utan anvinder istdllet forvintade fysikaliska
egenskaper hos omgivningen som stralarna propagerar i, t.ex. absorptionskoefficient
pa en vagg. Den storsta nackdelen ar att ray tracing inte approximerar lagfrekventa
vagor, vilket resulterar i t.ex. avsaknad av diffraktion.

2.5 Aktuell forskning

Den senaste forskningen har bland annat gatt ut pa att fa ner berdkningstiden for
tracing, samt utveckla nya tracingmetoder och utvidga dessa for att 16sa kénda
problem med tracing. En huvudsaklig anledning &r att GPU:erna i dagens datorer
gor liknande operationer for ljus och grafik. Darfér kan mycket prestanda vinnas
om man lyckas att effektivt anvinda delar av grafiksimuleringen till att samtidigt
behandla ljudutbredningen [10]. Detta géller dock inte bara ray tracing, utan sam-
ma typ av losning skulle gynna andra metoder med sdmre komplexitet. GPU:er
kan utfora fler operationer parallellt &n vad en CPU kan. Hur mycket snabbare
en berdkning blir pA GPU:n &r olika fran fall till fall och beror pa hur mycket av
koden som kan parallelliseras och hur optimerad koden &r. Intel hdvdar att en GPU
i snitt &r tva och en halv ganger snabbare én en CPU [11] medan det finns exempel
pa upp till 300 ganger snabbare berdkningar [12]. Om man skulle kunna avlasta
CPU:n, som ar den processor som utfor bland annat ljudsimuleringar, kan man tjé-
na mycket berdkningstid, speciellt i realtidsberdkningar [13].

Det finns dven andra tillvigagangsséitt som istéllet rdknar ut en del av ljudutbred-
ningen i olika miljéer i forvig, vilket i dagsldget krdver mer tid och minne &n vad
som &r acceptabelt. For att fa ned berdkningstiden och minneskravet till en prak-
tiskt niva forséker man utnyttja ménniskans auditiva perception for att fa spelaren
att uppfatta ljudet pa ett realistiskt sétt, och kan pa sa sétt reducera berdknings-
kostnaden. [14].






Kapitel 3

Metod

I detta kapitel beskrivs hur en vaglésare byggs fran idéerna i kapitel 2. Forst kom-
mer en sammanfattning av metoden, sedan foljer mer ingaende utldggningar om de
olika delarna av metoden. Alla héirledningar gors i en dimension, for enkelhetens
skull. En utvidgning till tva eller tre dimensioner kan géras utan storre svarigheter.

Genom en uppdelning av doménen i rektanglar s& kan vagekvationen 16sas effektivt
med en spektral metod. Detta sparar mycket berdkningskraft och &r en nédvén-
dighet for att kunna utfora simuleringen i realtid. For det forsta sa krévs farre
diskretiskeringspunkter per viglingd, for det andra s kommer man till viss del
runt Courant-Friedrichs-Lewyvillkoret (se kapitel 3.3). Uppdelningen i rektanglar
gors for att optimera doménen for spektrala metoder, da rektanglar ger upphov till
egenfunktioner pa cosinusform [15]. Detta ger oss mojligheten att anvinda Discrete
Cosine Transform (DCT), en form av DFT fran kapitel 2.3. Rektanglars rédnder
kan antingen vara en vigg, eller en annan rektangel. Vid héndelsen att randen &r
en vigg satts ett absorberande randvillkor (se kapitel 3.2.2), 4r randen en annan
rektangel sa skapas en kommunikation mellan dessa rektanglar (se kapitel 3.1).

3.1 Uppdelning av domanen

Nar en spelplan ar given sa delas denna in i rektanglar. De kan vara olika stora
och ha olika méatt. Detta illustreras i den 6vre delen av figur 3.1. Geometrin an-
tas vara tidsoberoende. Det numeriska schemat rdknas i varje tidssteg ut for alla
rektanglar men for att vagen ska kunna propagera mellan rektanglar behovs ett
kommunicerande villkor.

11
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Figur 3.1. Doménen delas upp i rektanglar [15].

Rectangular
decomposition

L=t (O T it (O I

Domain Voxelization

Mode update Interface
DCT
and iDCT handling

Pa dessa delade rédnder maste vagfunktionen (2.18) vara uppfylld. En diskreti-
sering for tiden n 4+ 1 i punkten (i,5) ger

n n n n n n+1 n n—1
Ulry twiy F U gy —Augy = 2ug Uy (3.1)
(Az)? (At)? v?

Vi ser pa hogerledet att om punkten ligger pa en delad rand sa behéver den virden
fran minst tva rektanglar, vilket ocksa kan ses i figur 3.2 dér den diskreta laplaceo-
peratorn illustreras. Detta loses genom att alla punkter som hor till en delad rand
tilldelas en av de grinsande rektanglarna. Sedan uppdateras dessa delade rdander
med (3.1) efter att vagen tidsstegats i det inre av rektanglarna, enligt nedre delen
i figur 3.1.

Figur 3.2. Laplaceoperatorn behover alltid punkter fran minst tva rektanglar om en
punkt ligger pa en delad rand.

(i,j+1)
O o
(i-1,]) (i.]) (i+1,])
O—® ®
{lr]'l}

o o O
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3.2 Tidsstegning

Vi atergar nu till en dimension och sétter upp ett numeriskt schema for vagekva-
tionen

Upt — V2 Upy = | (3.2)
i det inre av doménen [0, L] och det absorberande randvillkoret (2.25) pa randen. Da
en andraderivata i tiden finns med i (3.2) maste de tva forsta tidsstegen behandlas
speciellt. For att det ens ska vara mojligt att 16sa vagekvationen sa behdver vi
initialvirdet u(x,0) = wup(z) och initialderivatan wu;(z,0) = wi(x). Initialvirdet
uo(x) ger oss det forsta tidssteget. Nésta tidssteg, At fram i tiden, approximeras
med hjalp av en Taylorutveckling kring t = 0

(%) o
u(z, At) = u(x,0) + u(z, 0) At + uy(x,0) - |t O(A). (3.3)

Vi utnyttjar (3.2) och att initialliget och initialderivatan ar kdnt for alla x

0%up(z At?
f(x,At)+v2< 85; )ﬂ ( 5 >+O(At3). (3.4)

For att se vad som hander efter detta maste randvillkoren in i metoden.

u(z, At) = up(z) + w1 (z) At +

3.2.1 Inhomogena randuvillkor

For att varan metod ska kunna behandla absorberande randvillkor spektralt maste
vi forst utveckla den for inhomogena randvillkor. Da ar problemet givet som

Uty — VU = f
u(x,0) = up(z), ui(z,0)=ui(x) (3.5)
w(0,t) = g1(t), w(L,t) = ga(t).
Standardmetoden for att angripa inhomogena randvillkor ar att dela upp vagfunk-
tionen u,
u(@,t) = gl £) + w(z, 1) (3.6)
i en [0, L]-periodisk del, ¢, som uppfyller vagekvationen med homogena randvillkor

och en del w som uppfyller de inhomogena randvillkoren. Att w ska uppfylla rand-
villkoren &r det enda kravet pa w och darfor véljs w till en sa enkel funktion som

mojligt
)2 22
M%ﬂZ—CaM)>m@+<M>m@, (3.7

sa att w ar kdnd for alla tider och positioner. Pa grund av uppdelningen fas for ¢
en kallterm

Gt — V2 Qe = Ut — VU + f — (Wi — V*Wss) = V*Way — Wiy + f, (3.8)

dar vi utnyttjat att w uppfyller (3.2). Nésta avsnitt kommer visa hur man kan
anvinda denna uppdelning for att fa fram ett uttryck for det inre av en rektangel
under paverkan av absorberande randvillkor.
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3.2.2 Absorberande randvillkor

For att modellera en trovirdig miljo maste randen absorbera en given del av ljudet.
Med det absorberande randvillkoret (2.25) och uppdelningen i kapitel 3.2.1 knyts i
detta kapitel sdcken ihop. Da hastigheten for vagen dr i motsatt riktning vid den
hégra randen, x = L, jamfort med vid den vénstra randen, x = 0, s& byter v tecken
dér. Vi definierar

1+«
= 3.9
p=22 (39)
och de absorberande randvillkoren blir
0,t) = 1w (0,¢
ua(0,1) = g5u(0,1) (3.10)
ug(L,t) = —5u(L, b).
Med u, ¢ och w som i kapitel 3.2.1 véiljes nu
t) = L (0,
g1(1) Ut( ) (3.11)
g2(t) = Uﬁut(L t)

for att u = ¢ + w ska uppfylla de absorberande randvillkoren.
Fran (3.8) vet vi att vid uppdelning av vagekvationen far den periodiska delen, ¢,
en kéallterm som beror av delen som uppfyller randvillkoren, w, och ljudkéallan f,

Gt — V2w = —Wit + V' Was + f (3.12)

72 )2
w:(ﬂjmw—<@ﬂﬂ>gw> (3.13)

Vi hérleder ett uttryck for wy

o= (8)

och att

)

gi(t) = Uﬁuttt(o t) = % Ut) o 7t) (3.14)
95(t) = —ju(L,t) = E(Ut)m(LJ)’
och ett for wy,
e = 2 [0a(t) ~ 1 (0] = 7 (L, 1) — we(0,1)]. (3.15)

Nu kan vagekvationen skrivas upp for den periodiska delen ¢ med en kéllterm endast
beroende utav u och f

— )2 x?
Gt — V2 Qpy = <(L2L)> (ut)za(0,1) — <2L> (ut)ea(L, 1)

’UQ
+<L>mmaomw¢ﬂ+ﬂaw.wim
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Da w &r ként i varje tidssteg och position och ¢ &r periodisk 6ver [0, L] kan vi an-
vianda den diskreta fouriertransformen for att 16sa detta i vara rektanglar.
Vi kan nu sammanfatta metoden:

1. Dela upp den givna spelplanen i rektanglar
2. Placera ljudkalla
3. For varje tidssteg n

a
b

) Om ljudkalla i rorelse, flytta ljudkalla
) Transformera varje rektangel
c) Tidsstega vagekvationen i varje rektangel
d) Inverstransformera varje rektangel
e) Hantera delade rénder
f) Hantera 6vringa rédnder

)

g) n =n + 1 och bérja om fran 3.

Om « skulle vara nédra 1 sa sparar man berdkningkraft genom att sétta in ett Neu-
mannvillkor istdllet for det absorberande randvillkoret. En annan besparing man
kan gora dr implementera ett frekvensfilter for (3.16). Normalt behéver simulering-
en bara koras for ljud upp till en frekvens pa 15kHz, eftersom ménniskans 6vre grans
for horbara frekvensen ligger ungefar dar. Da fler diskretiseringspunkter behovs for
hogre frekvenser sénks i och med detta berdkningstiden.

3.3 Stabilitetsvillkor

Stabilitet for ett numeriskt schema definieras som

S up)? <AT)Y (up)?,  n=12,...N, NAt=T, (3.17)

m m

for nagon konstant A(T) som &r oberoende av n, dar At ar tidssteget och T slut-
tiden [16]. Det finns ett nodvéandigt men inte tillrickligt villkor for stabilitet nér
man ska 16sa vagekvationen med finita differensmetoder, kallat Courant-Friedrichs-
Lewyvillkoret (CFL). Villkoret séger oss att givet en rumsdiskretisering Az sa ska
inte ett storre tidssteg At tas &n rumssteget delat med vaghastigheten v

vAt
<

e — . 1
o <C (3.18)



16 KAPITEL 3. METOD

For explicita diskretiseringar &r C < 1 och det betyder att tidssteget maste vara
mindre ar tiden det tar for mediet att ta sig fran en gridpunkt till nasta. Ett
diskret ’ljuskonsvillkor’ som ser till att saker som inte kan na varandra pa grund
av informationshastigheten, inte kan paverka varandra [17]. Detta illustreras i figur
3.3.

Figur 3.3. 1 (a) ar tidssteget for langt och det numeriska schemat kommer inte vara
stabilt. Om tidssteget kortas ned, (b), s uppfylls CFL och schemat ar stabilt [18].

N el =t O el s
f ?/j:\fﬂ i ?’J\;u,‘/"

BEAVAVAIEREAVAVA

Detta ar forhallandevis 1att uppfyllt i vara simuleringar om vi skulle anvinda
oss av finita differenser. Om Az minskas sa ska At minskas linjart. Detta &r &nda
en hard begrinsning och en av huvudorsakerna till att g& over till en spektral
losningsmetod.



Kapitel 4

Numeriska experiment

For att utvdrdera modellen har numeriska experiment genomforts. En férenklad
numerisk metod har anvéants. I detta kapitel presenteras forst ett experiment for att
kontrollera randvillkorens fysikaliska riktighet och sedan tva for att pavisa hur va-
gekvationen ger oss fenomen ’gratis’, som med andra metoder skulle fatt behandlas
i efterhand.

4.1 1D experiment

I detta experiment implementeras en absorberande rand till en domén [0,L] i en
dimension. Randvillkoret vid z = 0 &r enligt (2.25)

ug — vPugy =0, (4.1)

B som i definitionen (3.9). En diskretisering av (4.1) med en ensidig implicit diffe-
rensapproximation gors

T N
D0 (A0
Ax

vBuy + ugfl
1+ Bo

Samma sak gors for randen = L, dock med teckenbyte mellan u; och uy i (4.1)
eftersom vagens utbredningshastighet diar har motsatt riktning. For att bedéoma om
resultatet ar fysikaliskt korrekt méts sedan vagens energi fore och efter studsen mot
randen. Om vi halverar amplituden i studsen, o = 0.5, sd borde energin reduceras
till en fjardedel. I figur 4.1 presenteras resultatet av simuleringen med o = 0.5.
Vagens energi méts med en energiintegral, hér foljer en harledning. Vi vill jamfora
energin for vagen fore och efter den absorberande studsen. Se dessa tva instanser
av vagen som tva skilda vagor med randvillkor av Neumanntyp,

= uy = (4.2)

Uzl = Uz|,—f = 0. (4.3)

17
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Figur 4.1. Simulering av en hel period med absorberande randvillkor.

1.5 T T T T T T T T T 15
1 1
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l [ M
0 0
N S B S N
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
(a) Initialldge (b) En fjirdedels period, fore studs
15 T T T T T T T T T 15
1 1
0.5 1 0.5r 1
L
0 0
N S S P
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
(c¢) Tre fjardedelars period, efter studs (d) En hel period

Lat oss betrakta en string med konstant densitet p och spédnningsmagnituden T'.
Vagekvationen blir da som i kapitel 2.1

put = Ty, 0<z<L. (4.4)

Eftersom ekvationen beskriver den mekaniska rérelsen av en vibrerande strang kan
strangens kinetiska energi beréknas. Vi erinrar oss att den kinetiska energin ar
%mv? Hastigheten kommer variera over strangens lingd, men om energin beraknas
fér mycket sma bitar, summeras och gor i gransen da bitarna blir infinitesimalt sma,
fas foljande integral

1 (L 9
By = 5/ puidx. (4.5)
0

Det intressanta dr om den kinetiska energin Fp;, ar konserverad i tiden. Darfor
differentierar vi (4.5) med avseende pa tiden

d

1 L L
—FErin = fp/ Quiupdr = / PU U dT. (4.6)
dt 2" Jo 0
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Om uttrycket ovan blir noll betyder det att den kinetiska energin &r konserverad. 1
(4.6) ersitts puy med T'ug, enligt (4.4) och da fas

d L
— Ein, = T/ Uz AT (4.7)
0

dt
Den senaste integralen verkar inte allmént vara noll men om den skrivs om till en
tidsderivata kommer skillnaden mellan Fy;, vara konstant i tiden. Vi kan gora detta
i nagra fa steg, forst genom partiell integrering av hogerledet i (4.7)

d I L
— Epin = [Tugug) —/ Tugiudx. (4.8)
dt 0

Den forsta termen i hogerledet blir noll enligt (4.3). Eftersom totala energiforand-
ringen i stotogonblicket dr ointressant for varat dndamél observeras endast hur
mycket energi som har tappats i stoten. Den sista integralen &r alltsa en tidsderiva-
ta

4 B = /LT o= -2 1/LT2d (4.9)
dt kin = 0 UgtUp AT = at \ 2 /g U AT | . .
Vi definierar
1 L
Epot = = / uldz, (4.10)
2 Jo
och observerar att d
3 Brin + Epot) = 0. (4.11)

Kvantiteten Fiot = Egin, + Epot, den totala energin hos stréngen, ar siledes konser-
verad sa ldnge vagen inte dr ndra kanten. Vi bildar var energiintegral

1 L 1 rL
Etot = 5/0 (puf + Tui) dx = 5/0 (uf + v2u§> dx. (4.12)

For att styrka pastaendet i borjan av avsnittet att energin &r proportionell mot amp-
lituden i kvadrat, antag 16sning till vigekvationen pa formen W (z,t) = Aeihr—wt),
Da fas fran ekvation (4.12)

1 L
Brot = 5 /0 (w7 + 0?92 do

1k 0 2 0 2
— 5/ A2 (ael(kxwt)> + 02 A2 (axez(kazwt)) dr (413)
0
1 L
= 7A2/ h(z,t)dz o A%,
2 0

dar h(x,t) ar oberoende av A. Energin och amplituden méts for vagen i 4.1 och
métvirden presenteras for laget innan studs, figur 4.2(b), och lidget efter studs,
figur 4.2(c). I tabell 4.1 kan det ldsas av att medan amplituden har halverats sa har
energin ungefar blivit en fjardedel, som forvéantat.
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Tabell 4.1. Amplitud och energi for vig med absorberande randvillkor. T &r peri-

odléangden.
Tid 0.25T | 0.75T
Amplitud 0.5 0.25
Energi (normerad) | 1 0.25002

4.2 2D experiment

I detta kapitel presenteras tva resultat som pavisar den fysikaliska realism som var
metod ger. Det forsta experimentet ér ett exempel pa diffraktion som uppkommer
nédr en vag fortplantar sig runt ett horn eller genom en 6ppning. Det andra &r en
simulering av dopplereffekten som innebér en frekvensférdndring hos en signal i
rorelse, beroende pa om kéllan avldgsnar sig eller ndrmar sig i forhallande till lyss-
naren. Ett exempel pa detta dr hur man uppfattar sirentjuten fran en férbiakande
ambulans.

4.2.1 Diffraktion

Ljud har mycket ldngre vaglangd an ljus vilket gor att ljudvagor inte beter sig likt
synligt ljus nar det stoter pa ett hinder i sin vag utan sprids pa grund av diffraktion.
Medan det ar morkt bakom ett hérn fran en ljud- och ljuskélla sa dr det nédvéan-
digtvis inte tyst. Diffraktionsgraden beror pa férhallandet mellan vagens vaglangd
och hindrets dimensioner, ju lingre vaglingd desto storre hinder kan vagen komma
runt. En metod som ray-tracing, dir man modellerar ljud som stralar, ser forbi den
hér fysikaliska effekten.

Kallan modelleras som en sinusfunktion, just for att frekvensen hos en sadan &r
latt att kontrollera

—

_ ) sin(F), ,y) = (20, Yo)
L I .

dér n ar det aktuella tidssteget och K ar en variabel som styr frekvensen. Frekvensen
hos f &r omvént proportionell mot K. Vi placerar en punktkélla i ett L-format rum
enligt figur 4.2 sa att en del av rummet inte kan ses fran kéllan.
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Figur 4.2. Punktkilla i L-format rum

Ljudkalla

I figur 4.4 ser vi rummet ovanifran for fyra olika virden pd K da tillrackligt lang
tid har gatt for att vagen ska ha propagerat ut i hela rummet och stabiliserat sig
runt hornet. Vi ser att ju liagre frekvensen ar desto mer diffraktion fas, tills att det
i 4.4(d) saknas ljudskugga helt.

4.2.2 Dopplereffekten

Ett annat fenomen associerat med vagor ar Dopplereffekten. En ljudvags tonhdjd
beror pa vagens frekvens, ju hogre frekvens desto ljusare ton. Om en ljudkélla ror
sig relativt en lyssnare skapar rorelsen en front framfor kallan med hogre frekvenser
och ett svall bakom kéllan med ldgre frekvenser. En simulering av en ljudkélla som
ror sig, med hastigheten en fjardedels gridpunkt per tidssteg, presenteras i figur
4.4. Figuren visar tydligt att vagfronten i rorelseriktningen (at hoger) far en hogre
frekvens dn bakomliggande vagsvall.
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Figur 4.4. Dopplereffekten
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Figur 4.3. Diffraktion runt ett hérn fran punktkélla vid fyra olika frekvenser.
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Kapitel 5

Diskussion

Detta kapitel diskuteras bland annat var hur modell och hur var metod begransar
vara simuleringar. I hérledningen av vagekvationen sa gors antaganden som for-
enklar verkligheten, dessa kommer ge avsaknad av vissa fenomen. Vara randvillkor
i tva dimensioner har nagra brister och hur dessa paverkar simuleringen tas upp.

5.1 Vagekvationen

Den enklaste vagekvationen man kan skriva upp ar en hogergaende vag med konstant
hastigheten vy,
up + voug = 0. (5.1)

Den hér linjara ekvationen har en allmén 16sning u = f(x — vot) men om man later
hastigheten vara en funktion av u sa far man en icke-linjar motsvarighet till (5.1).
En metod baserad pa vagens karaktéristikor kan anvindas for att 16sa problemet.
Detta beroende v = v(u) ger vagen en typisk icke-linjar forvrangning néar den pro-
pagerar. Om v'(u) < 0 s& kommer laga virden av u propagera snabbare ar hoga
virden av u och vagen kommer diffusera. Om déaremot v'(u) > 0 sa kommer hoga
virden av u propagera snabbast och vagen kommer brytas [19]. Vi kommer inte se
dessa fenomen i vira simuleringar. Situationer i datorspel man kan ténka sig att
detta uppstar dr om t.ex. om det ar stora temperaturskillnader i ett rum.

Ett fenomen som dyker upp nér t.ex. ett flygplan accelererar férbi ljudhastighe-
ten ar chockvagor. For en gas i jamviktsldge utan paverkan av kontaktkrafter sa
géller, forutom att spdnningen pa ett ytelement verkar normalt pa ytan och att
ingen varmeledning sker, att den inre energin dr en bestamd funktion av trycket
och densiteten

e =e(p,p). (5.2)

Termodynamiken ger oss da differentialformen
1
TdS = de + pd <p> , (5.3)

25
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dér T &r temperaturen och S &r entropin. Om man antar att gasen &r likformig
(isoterm, isobar, osv), stillastaende och att alla tid- och rumsderivator &r sma, som vi
gjorde i kapitel 2.1, s& kan man hérleda f6ljande ekvation for varje partikelbana [19]

T (%j) 0. (5.4)

Entropin ar alltsd konstant i varje partikelbana. Om fluiden initialt ar i jamvikt,
ett antagande i var hérledning av vagekvationen, med likformig entropi Si,;: sé
kommer S = S;,;; for varje partikelbana och alltsa fortsidtta vara likformig under
rorelse. Detta kallas isentropiskt flode. Under dessa férutsattningar kommer trycket
bero endast pa densiteten [19], ytterligare ett antagande i kapitel 2.1. Differenti-
alekvationen (5.4) &r bara giltig i doméner diar T och S &r differentierbara. I en
diskontinuitet kommer entropin gora ett hopp och ett fran boérjan isentropiskt flode
kommer inte sa langre vara efter att diskontinuiteten passerat. Ett exempel pa en
sddan diskontinuitet dr en chockvag. Entropin gor ett hopp nér en fluid passerar ge-
nom en chockvag och alltsa kommer vi inte se nagra chockvagor i vara simuleringar.

5.2 Randuvillkor

5.2.1 Vagens infallsvinkel

I tva dimensioner s& absorberar vara absorberande randvillkor bara vagor som infal-
ler normalt mot ytan. Den fysikaliska motsvarigheten till vara absorberande rand-
villkor &r en endimensionell vagledare orienterad normalt mot ytan, enligt Nikunj
Raghuvanshi pa Microsoft Research [20]. Det forklarar varfér vara absorberande
randvillkor inte fungerar bra nér ljudet infaller nédstan parallellt mot ytan och dér-
for forsdmras simulering av 6ppna riander, t.ex. fonster.

5.2.2 Frekvensberoende absorbtion

En stor platt yta kommer inte reflektera alla frekvenser likadant eftersom ljudet
propagerar genom tva medier, luften och viggen. I luft propagerar alla frekven-
ser med ungefir samma hastighet, runt 340 ms~', men detta giller inte for alla
fasta media. I dispersiva media kan inte ljudpropageringen approximeras av en adi-
abatisk process, ljudvagen tappar energi och dissiperar till slut helt. Hastigheten
blir da generellt frekvensberoende och detta far betydelse for reflektionen. Reflek-
tionen vid en specifik frekvens beror pa skillnaden mellan ljudets impedans i de
olika materialen. Impedansen i sin tur beror inverst av ljudhastigheten sa om ljud-
hastigheten varierar 6ver frekvensspektrumet sd kommer reflektionen variera 6ver
frekvensspektrumet. Numerisk modellering av dispersion i fasta material med ljud-
hastigheter tusen ganger storre dn luft dr mycket berdkningsintensivt pa grund av
CFL [20].
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5.2.3 Dirichlet- eller Neumannvillkor?

Forutom att det absorberande randvillkoret (2.25) gar mot ett Neumannvillkor da
a — 1 sd ges hir en fysikalisk motivering till valet av detta for simulering av
full reflektion. Vi har ju de tva randvillkoren presenterade i kapitel 2.2 att véilja
mellan nér vi ska simulera full reflektion. Antag att randen o ar gjord av ett fast
material som tvingar en partikels hastighet i o:s normalriktning, n - U(M,t), till
noll. Ekvationen for rérelseméngdens bevarande

O
0 ((%f) + Vu =0, (5.5)

visar da att u(M,t) maste uppfylla Neumannvillkoret
Opu(M,t) =0, M € o,Vt. (5.6)

Antag istéllet att den akustiska vagen sprider sig i en véitska som &r i kontakt
med en gas lingst med o, till exempel en vattenyta. En bra approximation av
en sadan rands effekt pa ljudet, ar att forsumma Overforingen av akustisk energi
fran vitskan till gasen [21]. Salunda utévar gasen ett konstant tryck pa randen,
atmosfartrycket i exemplet med vattenytan. Som en konsekvens blir u noll och
uppfyller Diricheltvillkoret

w(M,t) =0, M €a,Vt (5.7)

Vid simuleringar har alltsd Neumannvillkoret anvénts eftersom vi simulerar fasta
materials reflektion av ljud.

5.2.4 Horn

Nér metoden utvidgades fran en dimension till tva dimensioner dék det upp en ny
sorts randpunkter, horn. Eftersom dessa hornpunkter hor till randen borde man
tilldela dem absorberande randvillkor. Det finns dock en del komplikationer nér
man forsoker gora detta. Om tva viaggar ar gjorda av olika material har de olika
absorptionskoefficient «, vilket skall véljas i hornet? Da vara absorberande randvill-
kor bara verkar i en riktning, vilken riktning skall da véaljas? Detta &ar fragor som
vi inte har besvarat, men som vore intressanta att reda ut. I vara implementering-
ar har vi latit hornen uppfylla vagekvationen, analogt med elektrodynamiken dér
det elektriska féltet ar noll i alla horn sndvare &r 180 grader eftersom det vill peka
normalt ut fran bada sidorna om hornet [22].
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